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Abstract

The present work tries to analyse the relationships between different auto-
insurance guarantees through the application of the copula theory. The
analysis of the data allows to shed light on the dependency relationships
existing between the risk of insurance policies through various statistical
functions. The results show how important are the effects derived from the
analysis on the segmentation of customers and on the ways of pricing.
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Resumen

En el presente trabajo se trata de analizar las relaciones existentes entre
distintas garantias del seguro de autos a través de la aplicacion de la teoria de
copulas. El analisis de los datos permite arrojar luz sobre las relaciones de
dependencia existentes entre los riesgos cubiertos por las polizas a través de
diversas funciones y, como de ellas se derivan importantes efectos sobre la
segmentacion de los clientes y las formas de tarificacion.
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1. Introduccion

Realizando un recorrido por la historia (Ver Cuadro en Anexo) se puede
visualizar un breve resumen sobre la estadistica que conocemos hoy dia y
como se propicia el origen de la Teoria de las Copulas. Ello nos ayudara a una
mejor comprension del estudio central de este trabajo, basado en el analisis de
la dependencia multivariante entre variables aleatorias definidas a partir de
datos sobre diferentes garantias del seguro de autos.

Hoeftding (1940-1941) publica la primera aportacion a lo que mas tarde se
conocera como teoria de copulas. Este autor trata las cotas para las funciones
copulas, y sobre todo y muy importante, estudia la dependencia. Determina
que, ante transformaciones crecientes, la dependencia no varia. Mas tarde en
1951 Fréchet observa resultados parecidos, lo que le hace dar nombre a dichas
cotas y de ese modo es como hoy las conocemos “cotas de Fréchet”. Este
ultimo autor junto con Féron, aportaron soluciones a la cuestion que se
plateaban. Dicha cuestion era el modo de determinar la conexion entre una
funcion de distribucion multivariante y las distribuciones marginales (de
menos dimension). Abe Sklar dio solucion a ello, por lo que surge el teorema
que lleva su nombre en el ano 1959. Lo que Sklar (1959) declara en este
teorema es que existe una funcioén C, la cual establece la relacion funcional
entre la distribucién conjunta y sus marginales unidimensionales.

Joe en el afio 1996 publica un andlisis mas en profundidad acerca de los
modelos multivariantes y conceptos de dependencia. En los tltimos afios (y
hasta la fecha) se han publicado gran cantidad de monografias sobre este tema
relacionadas, muy especialmente, con el campo de las finanzas y en particular
con el actuarial. En ellas se analiza (y se pone en practica) el estudio de riesgos
asociados con las actividades vinculadas tanto con el sector de seguros, como
con el sector financiero.

El estudio de la dependencia entre variables aleatorias ha sido y es una
cuestion de profundos estudios desde mediados del siglo XIX. Galton (1885)
fue el primer autor que trat6 la dependencia entre dos variables a través de la
regresion en el modelo que presentd en la International Health Exhibition
(Londres). A mediados del siglo XX, gracias al matematico Alfred Rényi
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(1959) se definieron las propiedades fundamentales que debe cumplir una
medida de dependencia. Unos afos mas tarde, en los afios ochenta, uno de los
principales temas de mayor auge entre expertos investigadores de las
matematicas era la dependencia entre variables aleatorias. En este contexto se

han publicado distintas medidas de dependencia.

Poseen diferentes

caracteristicas que, a su vez, dan lugar a mejoras en el estudio de los datos.

Véase la siguiente tabla:

Tabla 1.
Medidas de Dependencia

Medida de
Dependencia

'Ventajas

Desventajas

Coeficiente de Correlacion
de Pearson

Método comiinmente
utilizado de facil
compresion.

ILa distribucion de las
variables debe ser eliptica.
Invariancia.

Coeficiente deSpearman

ILa relacion entre las
\variables no tiene queser
necesariamente lineal
aunque si que

debe ser monotonica.

IPuede ser sustituido porel
Coeficiente de Kendall que
tiene mejores propiedades.

Coeficiente (t) deKendall

Mejores propiedades
estadisticas y una mejor
interpretacion a modo
probabilistico

IEs menos sensible a log
errores y discrepancias en|
los datos.

Correlacion deDistancias

Tiene la posibilidad de
ampliacion del estudioa
vectores y no solamente a

Si las variables estan
correlacionadas, se puede
obtener informacion

distribucion

escalares. redundante.
Medida D de Hoeffding  [No es necesario aplicar Se aplica
supuestos a la funcion de  principalmente para

variables Bernoulli.

Informacion mutua(MI)

Calcula la reduccion dela
incertidumbre.

Calificar su valor
significativamente
distinto a cero

Coeficiente de informacion
maximal
(MIC)

Muestras con mas de250
datos.

INo acepta variables
aleatorias
multidimensionales

Fuente: Elaboracion Propia.

La teoria de copulas aporta soluciones a los inconvenientes presentados en la
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Tabla 1. Realizando una pequeiia sintesis, estas desventajas son:

— Invarianza. Recordemos que el coeficiente de correlacion lineal no es
invariante ante transformaciones estrictamente crecientes de las
variables aleatorias.

— Valor del intervalo del coeficiente de correlacion lineal (Entre -1y 1).
En esta teoria se puede dar el caso en el que la variable no esté entre
esos valores.

— Coeficiente correlacion lineal igual a cero, necesariamente implica
independencia (lineal, pero no de otras formas).

— La funcion copula permite que toda esa informacion no se pierda y
es capaz de aportarla siempre y cuando se den unas ciertas
condiciones. Es convenienteindicar algunos de los diferentes tipos de
copulas en funcion de una de las posibles clasificaciones, como se
puede ver en la ilustracion 1.

Arquimedianas

Paramétricas

Tipos de
Copulas

4—[ No Paramétricas ]—{ Empirica ]

llustracion 1. Tipos de Copulas. Fuente: Elaboracion Propia.

Aprovechando las ventajas de la aplicacion de teorias de copulas, con una
muestra de datos real, se estudiaran las relaciones entre las diferentes variables
(riesgos cubiertos por un seguro a terceros de automavil) para llegar a concluir
que existen interrelaciones entre éstas mismas. Por lo tanto, la tarificacion con
GLM's (Generalized Linear Models) podria estar incurriendo en una pérdida
de informacion y como consecuencia impactando en la rentabilidad de la
propia empresa.
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El planteamiento que se realiza es el que se describe a continuacion.

Actualmente, a la hora de realizar la tarificacion ésta se realiza por
garantia/cobertura cada una de ellas (con su prima/tasa base, estructura de
factores, su distribucion de frecuencia, prima de riesgo/pura, etc...) pero
siempre independientes entre si. Por lo tanto, la prima final es la suma de las
primas por garantias cubiertas. En la practica no se mide la dependencia que
puede existir entre dichas garantias.

Luego, ;Qué relacion de dependencia existe (o no) entre las garantias
implicadas en la tarificacion de seguros?

Tal y como se acaba de indicar, las aseguradoras tarifican en funcion de las
garantias basadas en los riesgos cubiertos en cada poliza que comercializan en
los diferentes ramos en los que llevan a cabo su actividad (ya sea del negocio
de vida o de no vida). La mayoria de estos riesgos son estudiados con
independencia unos de otros y lo que se pretende analizar es si realmente se
da la independencia entre riesgos o por el contrario existe una relacion. Si esta
relacion existiera, ;/cual seria su grado de dependencia?

Con teoria de copulas, lo que se pretende es estudiar las relaciones existentes
en su conjunto, es decir, no estudiar dependencias bivariadas sino llevarlas al
campo n-dimensional para acercarnos a vislumbrar lo que ocurre en la
realidad. En otras palabras, utilizar datos historicos de siniestralidad de una
compaifiia aseguradora para estudiar las relaciones que se dan entre ellos.

En este caso se dispone de cuatro variables las cuales responden a cuatro
riesgos distintos: responsabilidad civil, defensa juridica, cobertura de lunas y
asistencia en viajes. Lo que en este trabajo empirico trata de estudiar es: en
base a un seguro a terceros de automoévil que, producido un siniestro (implica
como minimo la cobertura a la responsabilidad civil del tomador de la poliza
0 en su caso el asegurado de la misma) hasta qué punto puede hacerse
extensible (afectar) a las coberturas tanto de asistencia en viaje y/o dafios en
lunas y/o defensa juridica. Para un mayor conocimiento de las implicaciones
que puede ocasionar que se dé uno u otro riesgo, a continuacion se indican
algunas coberturas®:
— Responsabilidad Civil de Suscripcion Obligatoria.

2 Depende de la condicién que se firme en el contrato de la péliza seglin la aseguradora. Este caso son las
condiciones de Plus Ultra Seguros.
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— Responsabilidad Civil Complementaria de 1la Suscripcion
Obligatoria.

— Rotura de lunas del Vehiculo Asegurado.

— Asistencia en Viaje.

2. Metodologia. Datos Estudiados.

En primer lugar, se plantea la definicion de Illanes (2013) acerca de las
funciones copulas que es el pilar central del estudio para llegar a la solucidn
del mismo. Segun el autor mencionado:

Definicion. (Illanes, Copulas paramétricas y no paramétricas., 2013):

“Las copulas pueden pensarse de dos maneras. Una manera es pensar las
copulas como la funcion que junta o enlaza (el significado de la palabra
“copula” en latin) n funciones de distribucion unidimensionales Fi, para
generar una funcion de distribucion conjunta n-dimensional con marginales
Fi. La otra manera es considerar a las copulas como una funcion de
distribucion conjunta n-dimensional con marginales uniformes U (0; 1).”

Estos dos modos de entender las copulas nos servirdn de gran ayuda ya que,
dependiendo de los datos de los que se disponga, se podra aplicar uno u otro.
Es decir, si disponemos de datos (en definitiva, variables aleatorias
compuestas de observaciones reales) de los cuales queremos extraer un
analisis, como a continuacion se define, habra de seguir un método de
estimacidn no paramétrico de la copula y de forma empirica extraer la mayor
informacion posible. Si a priori se conoce la distribucion de las diferentes
variables, de las cuales quiere estudiarse el modo en el que se relacionan,
con la aplicaciéon de ciertas condiciones (en apartados posteriores se
procedera a detallarlas) nos puede llevar a la identificacion de la copula
optima.

Se dispone de una base de datos compuesta por 6030 poélizas de un seguro de
coche a terceros. Estas pdlizas cubren los siguientes riesgos:

— Responsabilidad Civil

— Cobertura de Lunas

— Defensa Juridica

— Asistencia en Viajes

Por lo tanto, nuestra base de datos se compone de 6030 observaciones de cada
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una de las cuatro variables mencionadas. Al ser datos empiricos, nos
encontramos con que dicha muestra en muchas de las observaciones su valor
es cero.

En un primer paso se realiza un andlisis de esto mismo, lo que implica una
segmentacion de la muestra en funcion de la cantidad de valores positivos que
contiene cada una de las variables. La variable de responsabilidad civil (CRC,
en adelante) contiene todas las observaciones con valores positivos, es decir,
ocurrido un siniestro el asegurado debe ser cubierto por la responsabilidad
civil que implica el suceso ocurrido. Al contrario, la variable de cobertura de
lunas (CLUNAS, en adelante), solamente es incluida en la obtencion de la
copula multivariante. Esto es porque solamente cuenta con 17 valores
positivos lo que implicaria que en los analisis bivariados nos encontrariamos
con modelos poco fiables. En el caso de defensa juridica (en adelante CDEF),
se obtienen 235 datos positivos. Y, por tltimo, la variable asistencia en viaje
(CASIST en adelante) cuenta con 338 casos positivos.

Una vez analizado lo anterior, se procede a estudiar la dependencia de las tres
variables elegidas (CRC, CDEF y CASIST) en la totalidad de la muestra:

Tabla 2.
Matrices de Correlacion de la muestra total.
IMatriz Correlaciones Pearson?

CRC CDEF CASIS
CRC 1 -0,1426284(0,09859058
CDEF -0,1426284 1| 0,0495341
CASIS 0,09859058 0,0495341 1

IMatriz Correlaciones Spearman*

CRC CDEF CASIS
CRC 1|  -0,347961470,02592672
CDEF -0,34796147 100,06634437
CASIS 0,02592672 0,06634437 1

Fuente: Elaboracioén Propia

3Si p=—16p =1 estamos ante una situacion de correlacién lineal total (negativa o positiva
respectivamente). Por otro lado si p = 0 implica la inexistencia de relacion.

4 Si 0 <|pSpearma(X, Y)| <1 a medida que el valor sea cercano a 1 mayor dependencia se producira y
viceversa.
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En las tablas anteriores se presentan los resultados de las medidas de
dependencia tanto lineal (Pearson) como no lineal (Spearman). Los resultados
nos demuestran que la estructura de dependencia de estas variables puede ser
no lineal por lo que, con la ayuda de la teoria de copulas, nos acercaremos a
la estimacion de la estructura de dependencia que relaciona estas variables.

Una vez se ha comprobado que existe relacion entre las variables, y por lo
tanto se descarta la hip6tesis de que se da independencia entre las mismas, se
procede a estudiar la muestra tanto en su totalidad (n=6030) como en
diferentes particiones. Las particiones que se realizan se basan en el criterio
de prescindir de las observaciones que sean cero en las diferentes variables
para asi poder obtener mejores andlisis. En otros casos se utilizan 1000
observaciones, para un analisis mas enriquecido, pudiendo observar qué
ocurre con la inclusion de valores nulos. Por ello los analisis realizados serian:

Tabla 3.
Segmentacion de la Muestra.
N° Criterio de Orden de la
Observaciones Muestra(De Mayor a Menor) Variables Estudiadas

6030 NA CRC, CDEF
6030 NA CRC, CASIST
6030 NA TODAS
1000 CRC CRC, CDEF
1000 CDEF CRC, CDEF
1000 CASIST CRC, CASIST
338 CASIST CRC, CASIST
235 CDEF CRC, CASIST
235 CDEF CRC, CDEF

Fuente: Elaboracion Propia

Por ejemplo, la interpretacion de la cuarta fila de la tabla 3 seria: analisis de
una muestra que contiene 1000 observaciones (o polizas), siendo estas
ordenadas de mayor a menor por la variable CDEF (lo que quiere decir que
contiene 235 datos positivos y 765 con valor nulo) y la copula estimada es
en relacion a las variables CRC y CDEF.

Llegados a este punto, se han de realizar las diferentes estimaciones en base a
las muestras anteriores, para asi poder seleccionar la cépula que mejor
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represente la estructura de dependencia (objetivo de este trabajo). Para ello se
ha contado con la ayuda del software R-Studio y mas concretamente con
algunas de sus librerias® (readxl, gcc, copula, VineCopula, VC2copula,
CDVine, scatterplot3d).

Una breve descripcion de las librerias que mas importancias toman en este
trabajo son:

— Library ("copula"): Clases (S4) de elipticas de uso comun,
Arquimedianas, familias de copula de valor extremo y otras, asi como
sus rotaciones, mezclas y asimetrias. Copulas arquimedianas anidadas,
relacionadas, herramientas y funciones especiales. Métodos de
densidad, distribucion y aleatorio. Generacion de nimeros, medidas de
dependencia bivariadas, transformacion de Rosenblat, Funcion de
distribucion de Kendall, perspectiva y graficos de contorno. Montaje de
modelos de copula con pardmetros potencialmente parcialmente fijos,
incluidos errores estandar, pruebas de independencia en serie, pruebas
de especificacion de copula (independencia, intercambiabilidad,
simetria radial, valor extremo dependencia, bondad de ajuste) y
seleccion del modelo basado en validacion cruzada. Copula empirica,
versiones suavizadas y estimadores no paramétricos de la funcién de
dependencia de Pickands. (Marius Hofert,2020).

— Library ("VineCopula"): Proporciona herramientas para el andlisis
estadistico de modelos de copula vine. El paquete incluye herramientas
para la estimacion de parametros, seleccion de modelos, simulacion,
pruebas de bondad de ajuste y visualizacion. También se proporcionan
herramientas para la estimacion, seleccion y analisis exploratorio de
datosde modelos de copula bivariada

— Library ("VC2copula"): Proporciona nuevas clases para (rotados) BB1,
BB6, BB7, BB8 y Tawn copulas, extiende las familias existentes de
Gumbel y Clayton con rotaciones, y permite configurar un modelo de
copula de vid usando la API 'copula’. Los objetos correspondientes de la
API 'VineCopula' se pueden convertir facilmente.

— Library (“CDVine”): Provee de funciones para la inferencia estadistica
dela copula vine canonica (C-vine) y copulas D-vine. Herramientas para
el andlisis de datos exploratorios bivariados y para multivariados, asi
como la seleccion de copula de vid. Los modelos pueden ser estimados

5 Ver (Brechmann y Schepsmeier., 2013) y (Scrucca, L. 2004).
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ya sea secuencialmente o por estimacion conjunta de maxima
verosimilitud. También se incluyen algoritmos de muestreo y métodos
de trazado. Se supone que los datos se encuentran en la unidad hipercubo
(llamada copuladatos).

3. Resultados

Tal y como se ha comentado en el punto anterior, se procede a mostrar los
resultados obtenidos. Esto se hara en orden creciente, es decir, se comenzara
mostrando los analisis compuestos de la muestra que contiene el menor
numero de observaciones (235 pdlizas) y se concluira con la totalidad de la
muestra en su conjunto. Esto permite ir enriqueciendo el analisis segiin se
aumenta el numero de poélizas estudiadas.

3.1. Muestra compuesta por 235 Pélizas

Para este tamafio de muestra se han realizado dos analisis. Por un lado. las
variables CRC, CASIST y el segundo estudio con el par de variables
compuesto por CRC, CDEF. Las copulas obtenidas son:

Copula Independiente Copula Independiente

CRCy CASIST; N=236DEF CRC y CDEF ; N=235DEF

1lustracion 2. Copula Independiente. Fuente: Elaboracion Propia.

Como puede observarse en la imagen anterior, la copula que se obtiene de los
dos anteriores analisis es la independiente. Es decir, con la muestra de las 235
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poélizas ordenadas seglin los valores positivos de la variable CDEF, no existe
relacion entre los pares de variables estudiados.

3.2. Muestra compuesta por 338 Pélizas

En esta ocasion, la muestra ha sido seleccionada de manera que la variable
CASIST tenga valores mayores que cero en todas las observaciones. Es decir,
se debe tener en cuenta que para la variable CASIST siempre se contara con
un valor positivo, aunque éste se encuentre proximo a cero. La investigacion
en este caso se realiza para la variable de ordenacion y CRC. Se debe
considerar que para todas las observaciones se dispondran de datos en ambas
variables®. La copula seleccionada es:

Copula Survival Clayton

Copula Survival Clayton
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Ilustracion 3. Copula Clayton; N=338. Fuente: Elaboracion Propia.

6 Como ya se mencion6 anteriormente, la variable CRC cuenta con valores positivos en la totalidad de la
muestra. Esto no quita que puedan ser cercanos a cero.
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En el primer grafico (arriba a la izquierda), se observa que esta copula con
respecto a las dos anteriores tiene cierta similitud ya que se muestra como si
las tres fuesen una superficie plana. La diferencia de esta ultima copula es que
(por ejemplo) en el vértice (1,1) tiene una clara elevacion. Lo que puede
apreciarse en el grafico de punto que muestra como se distribuyen los puntos
de dicha copula.

Esta copula, es una copula de supervivencia de Clayton modelo que suele
aplicarse a estudios de estructuras de tiempo de vida bivariados con respecto
a la supervivencia. La estructura de la cépula Clayton es muy parecida, en lo
unico que difiere es en la elevacion de la densidad que se produce en el punto
(0,0) en lugar de en el punto (1,1) que es el caso estudiado (Survival Clayton).

3.3. Muestra compuesta por 1000 Pélizas

Copula Rotated Tawn type 1 180 degrees  Cépula Rotated Tawn type 2 180 degrees

CRCy CASIST; N=ASIST1000 CRC y CDEF ; N=CRC1000

Cépula Rotated BB8 270 degrees

CRC y CDEF ; N=CDEF1000
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Cépula Rotated Tawn type 1 180 degrees Copula Rotated Tawn type 2 180 degrees Cépula Rotated BBS 270 degrees

CRC y CASIST | NsASIST1000 CRC y COEF ; NsCRC1000 CRC y COEF | NeCDEF 1000

Copula Rotated Tawn type 1180 degrees Céputa Rotated Tawn type 2 180 degrees Copula Rotated B84 270 degrees

El resultado de las copulas que mejor representa cada uno de los tres analisis
anteriores son copulas rotadas. ;Cudl es el significado de copulas rotadas?
Existen ciertas copulas cuyos resultados s6lo pueden determinar correlaciones
positivas, por ello, si la relacion entre las variables de estudio es negativa,
serviria con aplicar una rotacidon a los ejes y asi la estimacion no se veria
alterada’. En los modelos de copulas presentados, a los dos primeros se les
aplica una rotacion de 180 grados y al tercero 270 (rotacion maxima).

Tawn copula es una extension asimétrica de la copula Gumbel que es muy
utilizada en la modelizacion de la relacion entre observaciones extremas. El
hecho de que esta copula sea representativa en los dos primeros casos es
porque para la primera fila de la muestra existen 662 valores nulos en la
variable ASIST. Y en la fila central hay un total de 765 con valor cero.

Con respecto a la tercera y Gltima de este apartado, la copula que mejor se
adapta a la muestra ordenada segun la variable CDEF estudiando las variables
CRC, CDEF, es la BB8 aplicada una rotacion de 270 grados. Esta copula es
una mixtura compuesta por una Joe-Frank copula. La Joe pertenece a la
familia de las copulas de valor extremo que su dependencia esta en la cola
superior, y para reforzar el argumento de la fuerte (positiva o negativa)
dependencia de la que se compone la BBS es justificada por la copula Frank.

A continuacion, a modo de resumen y ayuda para la mejor comprension del
siguiente apartado, se muestra una tabla resumen de e las copulas comentadas:

7 Véase (Liy Kang, 2018)
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Tabla 4.
Cuadro resumen tipos de copulas.
Fuente: (Brechmann y Schepsmeter, 2013)

# [Name Crenarator Parameter  Kendall's 7 Tail dependance
function range {kower, upper)
3 Clayton $(t="—1) B = (277,0)
4  Gumbel (- logt)® g1 (0,2 —27F)
5  Frank - |-::-g':—';l—" teRN {0 (0, 0)
& Joe —logll—(1-8)7  #>1 (0,2 - 2%)
7T BBl (1= — 1y 20,81 {2-77,2-2%)
g8 DB (—logll —{1—t)])¥ #1421 (0,2 277)
- 21— )1 = (1 — 1) "))t
8 BBT I—(1-g"y*-1 #z14=0 fl---nf)t ot a_od
ltofioey Py gy
10 EBs —log I—-W‘,"— 81, & (- log |\ﬂ;—|| {0, 0)
) ) Sl x(l—th)(1— (1 —td)"))dt

3.4. Muestra compuesta por 6030 Polizas

Por ultimo, se presentan los resultados obtenidos al analizar la muestra total:

Copula Frank Copula BBS

CRC y CDEF ; N=6030 CRC y ASIST ; N=6030
Cépula Frank Copula BB8
© © o
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CRC y CDEF ; N=6030 CRC y ASIST ; N=6030
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R ST
o e
© _ g 3=
S o T el
= T A TR
s o, e e T
§— I e -
S | e A T
[ T s
o | 9. ) S el
T T T T T T
0.0 0.2 04 06 08 1.0
Uy u
CRCy CDEF ; N=6030 CRC y ASIST ; N=6030

Tlustracion 5. Copula Fran y BBS; N=6030. Fuente: Elaboracion Propia
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La copula Frank se ha obtenido de las variables CRC y CDEF lo que nos indica
que la variable CDEF, en este caso cuenta con solamente 235 datos positivos
siendo el resto cero. Por ello una copula perteneciente a la familia de valores
extremos entraria en la correcta seleccion de la misma, lo cual se da en éste
caso.

En la columna de la derecha se obtiene de nuevo la copula BB8 lo cual es
coherente con el apartado anterior, como se ha expuesto. En este caso se
analiza CRC y CASIST, y como se ha comentado a lo largo de todo este
apartado, ésta ultima variable cuenta con 338 observaciones con valores
mayores que cero. Lo que, al aumentar el nimero de observaciones hace que
se pueda disponer de una mayor precision de estimacion de la copula
adecuada.

Finalmente, y para concluir este punto, se obtuvo la copula n-dimensional.
Esta se construye en base a copulas bivariadas estudiadas por arboles de
decision. La traduccion seglin (Liu, Zhou, Chen y Guan, 2015) describe:

Tomando como ejemplo la copula de vine C tetra dimensional, la ilustracion
6 se muestra un modelo grafico de una vine C con tres arboles. Esta
representacion gréfica ilustra el orden de las variables. En el primer arbol, la
variable 1 juega un papel fundamental. La variable 2 tiene este papel
fundamental en el segundo arbol, ya que todos los pares posibles de la variable
2 con las variables restantes se modelan condicionalmente a la variable 1, y
de manera similar para todos los demas arboles. La densidad multivariada de
x1, x2, x3 y x4 se puede formular de la siguiente manera:

fr2aq = F1-Fa-fa-fa-Cra-Cr3-Cra-Cozp1 Coap-Caa

dondec 1,2 (F 1 (x 1), F 2 (x 2)) simplemente se escribe como ¢ 12.
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Tree 1
P 231 A
{12 ) (13 )
pa— gy Tree 2
241
P g
(14

34|12

F1234= 1 f2 /5 /a"C12-C13°"C14"C23(1 " C24|1 " C34|12
Tlustracion 6. Arboles Copula vine C. Fuente: (Liu et al., 2015)

Con ésta ultima explicacion podremos interpretar los resultados obtenidos del
analisis realizado.

Resultan 6 copulas, que representa los resultados obtenidos para la copula
conjunta. Para una mejor compresion se ha adaptado la ilustracion 6 dando

lugar a la ilustracion 7:
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Hlustracion 7. Copula Conjunta (Arbol). Fuente: Elaboracion Propia.

Las interrelaciones que se producen no hacen mas que evidenciar los
resultados que se han ido mostrando a lo largo de todo este punto ya que
pertenecen a la familia Arquimediana y ello, como ya se comento, facilita la
comparacion entre las diferentes copulas empiricas como asi se ha realizado.

4. Discusion y Conclusiones

A la vista de los resultados anteriores ha de tenerse en cuenta que la muestra
estudiada de la cuantia de siniestros de una cartera no se puede generalizar y
no es posible hablar de una tnica estructura de dependencia. Es decir, se
observan distintas relaciones en funcion de diversas aproximaciones: tamafio
de la muestra, ordenacion de los datos, etc.

Tal es asi que, en este caso y con la muestra de menor tamafio, las copulas
obtenidas han sido las que se caracterizan como independientes. Es decir, un
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plano en el que su dimension puede calcularse efectuando el producto de lado
por lado (lo que equivaldria a multiplicar la funcioén de densidad de cada una
de las variables) asi se obtendria la funciéon de distribucion conjunta sin
adiccion (suma) de la funcion copula que representaria la dependencia de las
variables. Por lo tanto, y aplicandolo al caso central que nos ocupa (actuarial),
si se desea tarificar un seguro el cudl pertenezca a una cartera de un niimero
no muy elevado de polizas, se puede presuponer la independencia de las
variables y aplicar GLMs para la obtencion del precio de la prima. Este
método es el comtnmente utilizado ya que su premisa principal y fundamental
es la independencia de las variables observadas.

El siguiente caso analizado fue con una sub-muestra de 338 polizas las cuales
estaban compuestas por valores positivos tanto en la variable CRC como en
la variable CASIST. El resultado obtenido fue una copula de supervivencia,
es decir su funcion de distribucion es 1 — F(x), lo que implica que si una
Clayton normal concentra su densidad en torno al punto (0,0), ésta sera mayor
cercana al punto (1,1). Esta situaciéon es muy Util ya que presenta una
dependencia en la cola superior, que en términos del ambito actuarial nos
indica que si se produce un siniestro en uno de los riesgos (en este caso, CRC)
tienda a estar acompafiado de una situacion desfavorable en otro de los riesgos
(en este caso, CASIST).

Siguiendo con el analisis de estas dos mismas variables (CRC, CASIST), se
puede comprobar que para una muestra de 1000 poélizas la copula obtenida ha
sido Rotated Tawn type 2 180 degrees. Como se puede comprobar esta copula
también cuenta con su mayor densidad en el punto (1,1) lo cual apoya lo
anteriormente explicado que hace que estas dos variables impliquen que, si se
da un siniestro, se produzcan costes en las dos garantias cubiertas. Tanto es
asi que analizando la muestra completa compuesta por 6030 poliza se obtiene
la llamada cépula BBS, la cual es una mixtura de la Joe-Frank. Esta pertenece
a las copulas de valores extremos y refuerza el argumento segun el cual tiene
su mayor dependencia, y con una fuerte intensidad, en el punto (1,1). Por lo
tanto, si se desea tarificar no se puede presuponer la independencia de estas
dos variables ya que asi se ha demostrado. Se deberian tener en cuenta las
medidas de dependencia para una mejor eficiencia a la hora de tarificar.
Valorando entre un 14% y un 20% como medida de dependencia.

Con respecto a los andlisis de las variables CRC y CDEF se han obtenido
copulas que se caracterizan por su asimetria. Por ejemplo, la copula Frank es
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la que mas radicalidad presenta con respecto a esta caracteristica ya que sus
densidades se reparten igualmente tanto en torno al punto (0, 0) como el punto
(1, 1) y justamente se obtiene del analisis de la muestra total del estudio.
Reduciendo el numero de polizas objeto de estudio a 1000, se obtuvo la copula
Rotated BB8 270 degrees (muestra ordenada segin la variable CDEF) que
como se ha comentado anteriormente es una mixtura Joe-Frank. Y también la
copula Rotated Tawn type 2 180 degrees (orden de la muestra segiin CRC).
(Como se interpretaria esto aplicado al ambito actuarial? La simetria implica
que se considera la misma dependencia entre las cuantias de los grandes
siniestros como de los pequefios. Siendo CRC y CDEF las variables analizadas
tendria su logica ya que automaticamente cuando se da un siniestro en un
seguro de autos se incurre en una responsabilidad civil por parte del conductor
que normalmente implica la defensa juridica de la misma. Por lo tanto, aunque
este tipo de copulas no es muy aconsejable en el sector asegurador por aplicar
la diferencia entre los grandes y los pequefios siniestros, para el caso de éstas
dos variables se descarta esta conjetura. Se considera que no se puede aplicar
la independencia para obtener el precio de la prima pura y considerar para este
caso de estudio entre un 50% y un 60% de dependencia negativa. Este aspecto
es muy importante ya que significa que, si por ejemplo CRC aumenta, CDEF
disminuird. Lo cual tiene sentido ya que si se da un siniestro en el cual el
conductor culpable deja siniestro el otro coche implicado en el suceso, se
incurrird en un alto coste de responsabilidad civil por parte del conductor
culpable sin ser necesaria la defensa juridica del mismo por las circunstancias
ocurridas.

Las 6 familias de copulas obtenidas no hacen nada mas que evidenciar los
resultados obtenidos en las segmentaciones aplicadas. Es decir, la muestra
estudiada en su conjunto presenta por un lado relaciones simétricas y por el
otro, dependencia en colas. No hay mas que observar que la copula obtenida
del arbol 3, es una copula rotada de una copula mixta Joe-Frank lo que hace
que no se deba considerar una unica estructura de dependencia para todas las
observaciones en su conjunto, sino que habria que realizar estudios
segmentados para conseguir una mayor eficiencia y aplicabilidad.

Por ultimo y a modo de conclusiones, en este estudio se ha tratado de analizar
las relaciones entre riesgos del sector de autos para un conjunto de pdlizas a
través de la teoria de copulas. Los resultados obtenidos muestran, por un lado,
la importante flexibilidad de las copulas a la hora de ajustar diversas funciones
a los datos, lo cual es una ventaja para estudios ad hoc aplicable a diversos
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ambitos del seguro y, por otro, la relevancia que tiene para conseguir una
adecuada tarificacion.

A raiz de las ultimas lineas del apartado anterior, se podria concluir que habria
que aplicar una adecuada segmentacion de la muestra de la que se dispone y
con ello poder conseguir diferentes grupos de clientes que presenten
caracteristicas similares. Esto implicaria la consecucion de un precio con
mayor personalizacion dirigida al cliente y mayores niveles de eficiencia para
la aseguradora.

Con este trabajo de investigacion se ha conseguido demostrar que las
relaciones entre los riesgos de un seguro de automaévil no son independientes,
por lo tanto, a la hora de tarificar se ha de descartar la hipotesis de que existe
independencia entre los mismo. Esto es un gran inconveniente para los
modelos GLM que tradicionalmente se utilizan en las aseguradoras para
obtener el precio de la prima pura.

5. Futuras Lineas de investigacion

A raiz de lo estudiado a lo largo de este trabajo se pueden plantear unas
posibles futuras lineas de investigacion. Una de ellas podria ser el cambio en
el modo actual de tarificacion. Es decir, actualmente se construyen modelos
de tarificacion basados en GLM's para los cuales su principal premisa es la
independencia entre sus variables. Se deberia tomar en cuenta el grado de
dependencia entre los riesgos que asumen las aseguradoras para poder cubrir
las garantian que los asegurados contratan. La aplicacion de las funciones
copulas en este campo podria ser de gran ayuda ya que evitaria la perdida de
informacion.

Por otra parte, y para una mejor eficiencia e imagen de cara al cliente, se
deberia estudiar el modo de contar con un “ranking de clientes” el cual refleje
el cluster de los mismos, ya que con ello se lograria conseguir un precio mas
personalizado a cada uno de ellos lo que ayudaria a controlar el fraude y
podrian obtenerse distintos patrones de peligrosidad entre los mismos.
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Anexo

El siguiente cuadro muestra la evolucion historica del analisis de trabajos
relevantes (desde mi punto de vista) relacionados con la teoria de copulas.
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1960
1966
1967
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1991
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Publicacién
"The proof and measurement of association between two things"
"A new measure of rank correlation"
"Masstabinvariante Korrelationstheorie”
“On a meazure of dependence between tow random variables™
“Sur les tableaux de corrélation dont les marges sont données™
“Bur les tableaux de corrélation dont les marges sont données™
"Les tableaux de correlation et les programme linfaires”
"On measures of dependence”

"Fonctions de répartitiond n dimensions et leurs marges"

“The performance of some correlation coe_cients for a general
bivariate distribution.™

"Bivariate exponential distributions”

"Some concepts of dependence”

"A multivariate exponential distribution"

“Fréchet classes and compatibility of distribution functions™
"On nonparametric  measures
variables"

"A new approach to dependence in multivariate distributions”

of dependence for random

"Probabilistic interpretations of copulas and their convex sums"

"Some advances in the study of the compatibility of three
bivariate copulas"
"Copulaz, Characterization, Correlation, and Counterexamples"

"Multivariate models and dependence concepts"”

"Copulas, Marginals. and Joint Distributions"

"Random WVariables, Distribution Functions, and Copulas - A
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“Multidimensional dependency measures™
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“Application of copulas as a new geostatistical tool™
Modeling Dependence in High Dimensions With Factor Copulas

Single-index copulas

Autor/Autores
Spearman, C.
Kendall, M.G.
Hoeffding, W.
Blemquist, M.
Fréchet M.
Féron, B
Fréchet M.
Feényi A
Skiar, A
Farlie, D.J.G.

Gumbel, E.J.

Lehmann EL.

Marshall, A W., Olkin I
Dall'Aglio, C.

Schweizer, B., Woff, EF.

Kotz, 5., Seeger, I P.
Mikusinski, P, Sherwood, H_,
Taylor, M.D.
Quesada-Molina, J.I..
Rodrguez-Lallena, J A
Nelzen R B.

Joe, H.
Marshall, A W.
Sklar, A
Femandez, B., Gonzilez-
Barrioz, T M.

Denuit, M., Dhaene, T,
Goovaerts, M_, Kaas, B

Jing, L.

Dong Hwan Oh . Andrew J.
Patton

Jean-David Fermanian, JID |
Lopez, D.

54




	Abstract
	Resumen
	1. Introducción
	2. Metodología. Datos Estudiados.
	3. Resultados
	3.1. Muestra compuesta por 235 Pólizas
	3.2. Muestra compuesta por 338 Pólizas
	3.3. Muestra compuesta por 1000 Pólizas
	3.4. Muestra compuesta por 6030 Pólizas

	4. Discusión y Conclusiones
	5. Futuras Líneas de investigación
	6. Referencias
	Anexo

